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Abstract 

La fixation de jauge est définie comme l'opération permettant d'exprimer une intégrale 
sur un espace d'orbite comme intégrale sur le fibré principal correspondant. Quand la fibre 
est non compacte cette opération met en jeu une classe de cohomologie à support compact 
-ou à décroissance rapide- de celle-ci. La symétrie de Slavnov est l'expression algébrique de 
l'ambiguité de cette construction. 
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1 Intégration de certaines classes 
de cohomologie équivariantesQ 



La fixation de jauge est l'un des détails techniques inévitables qui embarrasse le paysage des 
théories de jauge. Sa nécessité est dûe à la non compacité du groupe de jauge. La situation est 
la suivante : soit A un fibré principal de fibre G, un groupe de Lie connexe non compact. On 
supposera A non trivial, en général. Par exemple, A sera l'espace des connexions principales 
a sur un fibré principal P(M, G) où M est une variété compacte, G un groupe de Lie compact, 
et où G est le groupe de jauge de ce fibré défini de sorte que A soit un fibré principal. Les 
difficultés liées à la dimension infinie sont rappelées dans l'appendice B. 

Soit un représentatif d'une classe de cohomologie équivariante de A de dimension \A/G\ 
et la forme basique obtenue en choississant une connexion ûj sur A, de courbure Q. De façon 
générale, soit une forme basique sur A, de dimension |-4/{?|. On cherche une représentation 
intégrale sur A de l'intégrale S A/G ' P ar a ^ us ^ e n °tation, on a confondu avec la 
forme qu'elle définit sur A/G- Dans le cas des théories de jauge, on part d'une forme 
G invariante sur A, de degré maximum et on construit la forme de Ruelle Sullivan Ors 01 
associée à une forme volume invariante sur Lie G, définie à un scalaire multiplicatif positif 
près (cf. paragraphe 2). Pour exprimer l'intégrale sur A/G, on peut choisir, en supposant 
A/G paracompacte un recouvrement {Ui,i G /} localement fini et une partition de l'unité 
{9i(ài),i G /} où {ài} désigne un choix de coordonnées dans l'ouvert U, ainsi que des sections 
locales <7j au dessus des U, représentées par des équations locales gi(di) = où les Oj sont des 
coordonnées locales de A au dessus de U. On peut alors écrire 



où on a inséré l'intégrale sur la fibre d'un représentatif du dual de Poincaré de l'image J2i de 
<7j, au dessus de U^ ô dénote la différentielle sur A. Les gt sont des fonctions à valeur dans un 
espace vectoriel de dimension \G\ égale à la dimension de G, et ô(gi)(Aôgi) est par construction 



Comme est de degré maximum, on peut restreindre Aôgi à la fibre en utilisant une 
connexion ûj arbitraire sur A en écrivant 



où ipi est la partie horizontale de 5a, pour la connexion Ûj, £(Ûj) désigne la dérivée de Lie le 
long du champ de vecteur fondamental correspondant à l'élément ûj de Lie G- La restriction à 
la fibre consiste à oublier ipi, autrement dit à travailler modulo l'idéal différentiel X\ engendré 
par les formes horizontales. Du même coup le choix de ûj n'importe pas, la différence de deux 
connexions étant horizontale. Introduisant une "fonction ô fermionique" au moyen d'une 
intégration de Berezin, on peut récrire 





indépendant du choix d'une base dans cet espace. 







*Les notions relatives à l'équivariance sont rappelées dans l'appendice A 
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avec 

7(a,u) = ^0«(à)%)AmiW (1.4) 

i 

OÙ 

m t u = i^(i(uj)ai (1.5) 
j(a,w) représente la projection sur la fibre de la forme 

j(a,Z) = ^0i(à)ô(gi) Arriiû (1.6) 

indépendamment du choix de û. 

Les volumes utilisés dans Vu et dans Au sont duaux l'un de l'autre. 

Par construction, j(a,û) est de degré \Ç\ puisque, les sections £j étant transverses aux 
fibres, les opérateurs Tïli sont inversibles. De plus, indépendamment de la fibre 

7(a,û) = l (1.7) 

fibre 

On peut prendre 7 à support compact ou à décroissance rapide le long des fibres. 

Il est clair que, dans le calcul précédent, on aurait pu remplacer 7 par une forme de 
(fixation de) jauge avec les propriétés suivantes: 7 représente la projection sur la fibre d'une 
forme de degré \Q\ d'intégrale sur la fibre égale à 1 quelque soit la fibre. Il s'ensuit que si 
s dénote la différentielle induite par projection sur la fibre (fl*(A) — > Q*(A)/1^), où X\ est 
l'idéal engendré par les formes horizontales de degré strictement positif) 

su = — \u,u] 
2 

sa = £{u)a (1.8) 

on reconnaît ici la partie géométrique de la symétrie de Slavnovp| qui, ainsi qu'on le voit est 
géométriquement naturelle. 

La différentielle s est bien la projection sur la fibre de l'opération s top dérivée de la 
différentielle de l'algèbre de Weyl et de celle liée à l'action de G sur A (cf. Appendice A) 

s top ù = Q - \[û, ù] s to Pa^= ï> + £{ù)a 

s to PÛ = -[ù, fi] s top 4> = -£(tt)a - t(ù)i> ^ ' ' 

puisque ip, fl, [û, fl],£(û)ip appartiennent à T\. 

Comme 7 est de degré maximum on a trivialement 

sj{a,u) = (1.10) 

De plus, comme 7 représente une classe de cohomologie à support compact (ou à décroissance 
rapide) de G (qu'on a supposé connexe), 7 est défini à un cobord près : 

7 ^7 + SX (LU) 
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où x est la projection sur la fibre d'une forme à support compact ou à décroissance rapide. 

Si G était compact, on pourrait choisir 7 = 1 (la jauge unitaire des physiciens), mais dans 
le cas non compact ce choix est impossible. 

Remarque 

La construction ci-dessus, qui préconise l'intégration sur la fibre comme elle est esquissée 
dans le livre de J. Zinn Justin||, fournit une alternative à la méthode initiale de Faddeev et 
Popovj|] basée sur la factorisation du volume du groupe de jauge qui n'est pas adaptée au cas 
d'un groupe G non compact, même en dimension finie. 

L'espace des formes de jauge est non vide, par construction, convexe. Reste à construire 
des formes de jauge "commodes" et respectant la géométrie. A ce point, faute de mieux, on 
conjecture l'existence de formes de jauge du type 

J VtuVb Q s (û9{a;à)+iûtp(b,a)) (1-12) 

où l'opération s est étendue aux variables d'intégration selon 

su = ib 

sb = 0, (1.13) 

où g(a, à) est une fonction A jauge telle que m(a, à) est partout inversible, et où b(p(b, à) 
est positive croissante à l'infini. Si cette classe de formes de jauge est non vide, elle conduit 
vraisemblablement à des choix de jauge non renormalisables et ou non locaux, à moins qu'on 
ne réussisse à simuler les effets non locaux au moyen de l'introduction de champs locaux 
auxiliaires. 

2 Le cas des théories de jauge 

On se donne sur A une forme B G invariante de degré maximum. Si on se donne une forme 
volume \i invariante sur G, il lui correspond une forme volume duale sur Lie G fi>- On définit 

Q BS = i((i)Q (2.1) 

où le symbole de contraction i(fi) est défini en représentant Lie G par les champs de vecteur 
fondamentaux appropriés. L'invariance de O assure que Ors est fermée, et, est horizon- 
tale, par construction. On se ramène ainsi au problème décrit dans le paragraphe 1 avec 

Q RS AÙ = Q. (2.2) 
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Appendice A 

On rappelle la terminologie classique relative à la cohomologie équivariante. 

Soit M une variété sur laquelle opère un groupe de Lie connexe Q d'algèbre de Lie Lie G 
représentée par des champs de vecteurs sur M : 

A G Lie Ç -> XeVect M (A.l) 

tels que le crochet de Lie Q soit représenté par le crochet de Lie de Vect M. 

Soit Q* (M) l'algèbre des formes extérieures sur M munie de la différentielle du- 
On définit sur Q*(M) 

ijif(A) = ijwr(A) (A.2) 

le produit intérieur par A G Vect M 

£ M (X) = MA) = MA), d M \ (A.3) 

la dérivée de Lie le long de A. 

Les formes horizontales uJh sont celles pour lesquelles 

i M (\)uj h = VA G Lie Q (A.4) 

Les formes invariantes u>i nv sont celles pour lesquelles 

iM(\)uJinv = VA G Lie Q (A.5) 

Les formes qui sont à la fois horizontales et invariantes sont appelées basiques. La coho- 
mologie basique de M est la cohomologie des formes basiques pour la différentielle du- Ces 
notions se généralisent à toute algèbre différentielle graduée commutative (E, Ûe) avec une 
action de Lie Q : ie(A), dérivation graduée de degré — 1,£#(A) = [îb(A), c(e]+ telles que 

MA),; E (A')] = i E ([\\'}) (A.6) 



4 



Par exemple, l'algèbre de Weil de Lie G W(G) est définit au moyen des générateurs lj, Q à 
valeur dans Lie G, de degrés respectifs 1 et 2 avec les équations de structure 



= —[uJ,fl] 
i w (\)uj = À i w (\)Q = 



(A.7) 



La cohomologie équivariante de M est la cohomologie basique de Q* (M) <g) W(G) munie 
de la différentielle du + dw et de l'action zm(A) + iw(ty- 



Nous rappellerons brièvement quelques-unes des difficultés bien connues que l'on rencontre en 
dimension infinie par exemple dans le cas des théories de jauge à la Yang Mills. Le point de 
départ, c'est-à-dire la forme invariante sur A 



n'existe pas pour la même raison que la mesure de Haar sur le groupe de jauge n'existe 
pas. La forme de Ruelle Sullivan a des chances d'exister, modulo les problèmes ultraviolets 
que, précisément, on ne sait pas régler sur l'espace des orbites, mais on n'en a pas de forme 
explicite. Le point de départ est donc remplacé par une classe d'équivalence dont l'unicité 
n'est pas garantie. Il est concevable qu'il en résulte l'unicité pour les observables locales 
mais pas pour des "observables à l'infini". Il ne reste plus qu'à donner un sens à des formes 
différentielles de dimension infinies et à leurs intégrales qui font apparaître les comportements 
ultraviolets usuels qu'on ne sait maîtriser que grâce à la localité dans l'espace des champs. 
Quant à leur existence, basée sur l'existence de partitions de l'unité sur A/G, il faut se rappeler 
que ce dernier espace n'est métrique que pour la topologie L 2 ||. Le problème de réconcilier 
des fixations de jauge géométriquement licites avec la localité de la théorie des champs reste 
donc ouvert. 



Appendice B 



= e S inv {a) Va 
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